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2017 年 2 月 10 日 2 限実施 福井大学工学部機械工学科２年生対象講義 応用数学 III(担当教員 田嶋) 定期試験答案用紙 (全 4 頁中の 1 頁目)

[1] [2] [3] [4] 合計

【1】 A⃗ = (x+ 2y + 3z, xy, xyz) のとき、div A⃗および rot A⃗ を求め
よ。(10点)

【2】 φ = xy2z3 のとき、gradφおよび△φを求めよ。但し、△はラ
プラス演算子である。(10点)

【3】 A⃗, B⃗, C⃗, D⃗ を任意のベクトルとするとき、
(
A⃗× B⃗

)
·
(
C⃗ × D⃗

)
を外積を使わずに表せ。(10点)

【4】 下記の空欄 1: ～ 4: に、適当な人名や数式を選択肢か
ら選び、ア～コ の記号を空欄内に書き込め。(10点)

1: の定理により、空間内のすべての点で 2: なら接線

線積分

∫
C

A⃗ · dr⃗ は任意の閉曲線 Cに対してゼロとなる。また、

3: の定理により、空間内のすべての点で 4: なら法線

面積分

∫
S

A⃗ · dS⃗ は任意の閉曲面 S に対してゼロとなる。

選択肢： ア : テイラー イ : ストークス
ウ : ライプニッツ エ : ピタゴラス オ : ガウス
カ : gradA⃗ ̸= 0⃗ キ : divA⃗ = 0 ク : divA⃗ ̸= 0
ケ : rotA⃗ = 0⃗ コ : rotA⃗ ̸= 0⃗
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[5] [6] 合計

【5】 点 A の座標を (−1, 1, −1)、点 B の座標を (−1, 2, 1)、点 C の座標を (1, −3, −4) とするとき、cos ̸ ABC を求めよ。また、三角形
ABCの面積 S を求めよ。(10点)

【6】 tをパラメータとして表された xyz 空間内の曲線 (x, y, z) =
(
1

3
t3, t2, 2t

)
の 1 ≤ t ≤ 2 に対応する部分の長さ Lを求めよ。(10点)
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[7] [8] 合計

【7】 曲線 Cを、C =
{
(x, y, z)

∣∣ x = 2t2 + t, y = t2 − 1, z = 2t− 1, 0 ≤ t ≤ 1
}
と定義する。

ただし、t = 0に対応する点を始点、t = 1に対応する点を終点とする。

このとき、ベクトル場 A⃗ =
(
x, y2 + z2, 2yz

)
の、曲線 Cに沿っての接線線積分 I =

∫
C

A⃗ · dr⃗ の値を求めよ。(10点)

【8】 曲面 Sを、S =
{
(x, y, z)

∣∣x = u+ uv, y = v − uv, z = uv, 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1
}
と定義する。

ただし、Sの表・裏は次のように定める: (u, v) = (0, 0)に対応する点 (即ち (x, y, z) = (0, 0, 0))における
Sの法線ベクトルが表（おもて）側を向いているとき、その z 成分は正であるとする。

このとき、ベクトル場 A⃗ =
(
y, −x, y + z

)
の、S上での法線面積分 I =

∫
S

A⃗ · dS⃗ の値を求めよ。(10点)
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[9] [10] 合計

【9】 z 軸を対称軸とし半径が 2の円柱の内部の領域で、x ≥ 0, y ≥ 0, 1 ≤ z ≤ 3 を満たす部分を Vとする。

スカラー場 f = xyz3 の領域 Vでの体積積分 I =

∫
V

f dxdydz の値を求めよ。(10点)

【10】座標原点 (x, y, z) = (0, 0, 0)を中心とし半径が 2の球の内部の領域のうち、x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 である部分を Vとする。

スカラー場 f = xyz3 の領域 Vでの体積積分 I =

∫
V

f dxdydz の値を求めよ。(10点)
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[1] [2] [3] [4] 合計

【1】 A⃗ = (x+ 2y + 3z, xy, xyz) のとき、div A⃗および rot A⃗ を求め
よ。(10点)

解答例

div A⃗ = ∂
∂x

(x+ 2y + 3z) + ∂
∂y

(xy) + ∂
∂z

(xyz)

= 1 + x+ xy · · ·(答)

rot A⃗ =
(

∂
∂y

(xyz)− ∂
∂z

(xy),

∂
∂z

(x+ 2y + 3z)− ∂
∂x

(xyz),

∂
∂x

(xy)− ∂
∂y

(x+ 2y + 3z)
)

= (xz, 3− yz, y − 2) · · ·(答)

【2】 φ = xy2z3 のとき、gradφおよび△φを求めよ。但し、△はラ
プラス演算子である。(10点)

解答例

gradφ =
(

∂
∂x

(xy2z3), ∂
∂y

(xy2z3), ∂
∂z

(xy2z3)
)

=
(
y2z3, 2xyz3, 3xy2z2

)
· · ·(答)

△φ = ∂
∂x

(y2z3) + ∂
∂y

(2xyz3) + ∂
∂z

(3xy2z2)

= 2xz3 + 6xy2z · · ·(答)

【3】 A⃗, B⃗, C⃗, D⃗ を任意のベクトルとするとき、
(
A⃗× B⃗

)
·
(
C⃗ × D⃗

)
を外積を使わずに表せ。(10点)

解答例(
A⃗× B⃗

)
·
(
C⃗ × D⃗

)
= C⃗ ·

(
D⃗ × (A⃗× B⃗)

)
= C⃗ ·

(
(D⃗ · B⃗)A⃗− (D⃗ · A⃗)B⃗

)
= (A⃗ · C⃗) (B⃗ · D⃗)− (A⃗ · D⃗) (B⃗ · C⃗) · · ·(答)

【4】 下記の空欄 1: ～ 4: に、適当な人名や数式を選択肢か
ら選び、ア～コ の記号を空欄内に書き込め。(10点)

1: の定理により、空間内のすべての点で 2: なら接線

線積分

∫
C

A⃗ · dr⃗ は任意の閉曲線 Cに対してゼロとなる。また、

3: の定理により、空間内のすべての点で 4: なら法線

面積分

∫
S

A⃗ · dS⃗ は任意の閉曲面 S に対してゼロとなる。

選択肢： ア : テイラー イ : ストークス
ウ : ライプニッツ エ : ピタゴラス オ : ガウス
カ : gradA⃗ ̸= 0⃗ キ : divA⃗ = 0 ク : divA⃗ ̸= 0
ケ : rotA⃗ = 0⃗ コ : rotA⃗ ̸= 0⃗

解答例
(1)· · ·イ
(2)· · ·ケ
(3)· · ·オ
(4)· · ·キ
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[5] [6] 合計

【5】 点 A の座標を (−1, 1, −1)、点 B の座標を (−1, 2, 1)、点 C の座標を (1, −3, −4) とするとき、cos ̸ ABC を求めよ。また、三角形
ABCの面積 S を求めよ。(10点)

解答例
−→
BA=

−→
OA −

−→
OB= (−1, 1,−1)− (−1, 2, 1) = (−1 + 1, 1− 2,−1− 1) = (0,−1,−2),

BA =
√

02 + (−1)2 + (−2)2 =
√
0 + 1 + 4 =

√
5,

−→
BC=

−→
OC −

−→
OB= (1,−3,−4)− (−1, 2, 1) = (1 + 1,−3− 2,−4− 1) = (2,−5,−5),

BC =
√

22 + (−5)2 + (−5)2 =
√
4 + 25 + 25 =

√
54 = 3

√
6,

−→
BA ·

−→
BC= 0 · 2 + (−1) · (−5) + (−2) · (−5) = 0 + 5 + 10 = 15,

cos ̸ ABC =
−→
BA·

−→
BC

BA BC
= 15√

5·3
√
6
= 5√

30
=

√
30
6

=
√

5
6
· · ·(答)

S = 1
2
BA BC sin ̸ ABC = 1

2

√
5 · 3

√
6
√

1− 5
6
= 1

2

√
5 · 3

√
6
√

1
6
= 3

√
5

2
· · ·(答)

[別解]
−→
BA ×

−→
BC= (−5, −4, 2),

2S =

∣∣∣−→
BA ×

−→
BC

∣∣∣ = √
(−5)2 + (−4)2 + 22 =

√
25 + 16 + 4 =

√
45 = 3

√
5,

S = 3
√
5

2
· · ·(答)

【6】 tをパラメータとして表された xyz 空間内の曲線 (x, y, z) =
(
1

3
t3, t2, 2t

)
の 1 ≤ t ≤ 2 に対応する部分の長さ Lを求めよ。(10点)

解答例

L =
∫ 2

1

√(
dx
dt

)2
+
(
dy
dt

)2
+
(
dz
dt

)2
dt =

∫ 2

1

√
(t2)2 + (2t)2 + 22 dt =

∫ 2

1

√
t4 + 4t2 + 4 dt =

∫ 2

1

√
(t2 + 2)2 dt =

∫ 2

1

∣∣t2 + 2
∣∣ dt

=
∫ 2

1

(
t2 + 2

)
dt =

[
1
3
t3 + 2t

]t=2

t=1
= 8

3
+ 4− 1

3
− 2 = 13

3
· · ·(答)
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[7] [8] 合計

【7】 曲線 Cを、C =
{
(x, y, z)

∣∣ x = 2t2 + t, y = t2 − 1, z = 2t− 1, 0 ≤ t ≤ 1
}
と定義する。

ただし、t = 0に対応する点を始点、t = 1に対応する点を終点とする。

このとき、ベクトル場 A⃗ =
(
x, y2 + z2, 2yz

)
の、曲線 Cに沿っての接線線積分 I =

∫
C

A⃗ · dr⃗ の値を求めよ。(10点)

解答例

rot A⃗ = (0, 0, 0)なので gradφ = A⃗を満たすスカラー場 φが存在する。
∂φ
∂x

= Ax = xより φ =
∫
Ax dx = 1

2
x2 + f1(y, z).

∂φ
∂y

= Ay = y2 + z2 より φ =
∫
Ay dy = 1

3
y3 + yz2 + f2(x, z).

∂φ
∂z

= Az = 2yz より φ =
∫
Az dz = yz2 + f3(x, y).

f1(y, z) =
1
3
y3 + yz2, f2(x, z) =

1
2
x2, f3(x, y) =

1
2
x2 + 1

3
y3 とすれば３式の与える φは一致する。

上述の考察により、gradφ = A⃗を満たす φとして、φ = 1
2
x2 + 1

3
y3 + yz2 が求まった。

I =
∫
C
∇⃗φ · dr⃗ =

∫
C
dφ = φ(r⃗(t = 1))− φ(r⃗(t = 0)) = φ(3, 0, 1)− φ(0,−1,−1) = 9

2
+ 4

3
= 35

6
· · ·(答)

[別解]

I =
∫ 1

0
A⃗ · dr⃗

dt
dt =

∫ 1

0
(2t2 + t, t4 + 2t2 − 4t+ 2, 4t3 − 2t2 − 4t+ 2) · (4t+ 1, 2t, 2) dt

=
∫ 1

0
(2t5 + 20t3 − 6t2 − 3t+ 4) dt =

[
1
3
t6 + 5t4 − 2t3 − 3

2
t2 + 4t

]1
0
= 1

3
+ 5− 2− 3

2
+ 4 = 35

6
· · ·(答)

【8】 曲面 Sを、S =
{
(x, y, z)

∣∣x = u+ uv, y = v − uv, z = uv, 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1
}
と定義する。

ただし、Sの表・裏は次のように定める: (u, v) = (0, 0)に対応する点 (即ち (x, y, z) = (0, 0, 0))における
Sの法線ベクトルが表（おもて）側を向いているとき、その z 成分は正であるとする。

このとき、ベクトル場 A⃗ =
(
y, −x, y + z

)
の、S上での法線面積分 I =

∫
S

A⃗ · dS⃗ の値を求めよ。(10点)

解答例
r⃗ = (u+ uv, v − uv, uv)のとき、 ∂r⃗

∂u
= (v + 1,−v, v), ∂r⃗

∂v
= (u,−u+ 1, u), ∂r⃗

∂u
× ∂r⃗

∂v
= (−v,−u,−u+ v + 1)

(u, v) = (0, 0)で ∂r⃗
∂u

× ∂r⃗
∂v

= (0, 0, 1)は z 成分が正であり、Sの表（おもて）側を向いている。
S上で A⃗ = (y,−x, y + z) = (−uv + v,−uv − u, v)
A⃗ ·

(
∂r⃗
∂u

× ∂r⃗
∂v

)
= u2v + uv2 + u2 − uv + v

I =
∫ 1

0
du

∫ 1

0
dv(u2v + uv2 + u2 − uv + v)∫ 1

0
u2 du =

∫ 1

0
v2 dv = 1

3
,
∫ 1

0
u du =

∫ 1

0
v dv = 1

2
,
∫ 1

0
du =

∫ 1

0
dv = 1 であるから、

I = 1
3
· 1
2
+ 1

2
· 1
3
+ 1

3
· 1− 1

2
· 1
2
+ 1

2
· 1 = 1

6
+ 1

6
+ 1

3
− 1

4
+ 1

1
= 11

12
· · ·(答)
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[9] [10] 合計

【9】 z 軸を対称軸とし半径が 2の円柱の内部の領域で、x ≥ 0, y ≥ 0, 1 ≤ z ≤ 3 を満たす部分を Vとする。

スカラー場 f = xyz3 の領域 Vでの体積積分 I =

∫
V

f dxdydz の値を求めよ。(10点)

解答例
円柱座標 ρ, φ, z を使うと、x = ρ cos φ, y = ρ sin φ, z = z,
dxdydz = ρdρdφdz, f = xyz3 = ρ cos φρ sin φz3 = ρ2 cos φ sin φz3 である。
I =

∫ 2

0
dρ

∫ π/2

0
dφ

∫ 3

0
dzρ · ρ2 sinφ cosφz3

=
∫ 2

0
ρ3dρ

∫ π/2

0
sinφ cosφdφ

∫ 3

0
z3dz

=
[
1
4
ρ4
]ρ=2

ρ=0

[
1
2
sin2 φ

]φ=π/2

φ=0

[
1
4
z4
]z=3

z=0
= 24

4
· 1
2
· 34

4
= 81

2
· · ·(答)

【10】座標原点 (x, y, z) = (0, 0, 0)を中心とし半径が 2の球の内部の領域のうち、x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 である部分を Vとする。

スカラー場 f = xyz3 の領域 Vでの体積積分 I =

∫
V

f dxdydz の値を求めよ。(10点)

解答例
3次元極座標 r, θ, φを使うと、x = r sin θ cos φ, y = r sin θ sin φ, z = r cos θ,
dxdydz = r2 sin θdrdθdφ, f = xyz3 = r5 sin2 θ cos3 θ sinφ cosφ である。
I =

∫ 2

0
r7dr

∫ π/2

0
sin3 θ cos3 θdθ

∫ π/2

0
sinφ cosφdφ

=
[
1
8
r8
]r=2

r=0

∫ 1

0
sin3 θ(1− sin2 θ)d(sin θ)

[
1
2
sin2 φ

]φ=π/2

φ=0

= 28

8
·
[
1
4
sin4 θ − 1

6
sin6 θ

]sin θ=1

sin θ=0
· 1
2

= 25 · 1
12

· 1
2
= 4

3
· · ·(答)
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