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第1章 はじめに

古典力学と量子力学の大きな違いは、量子力学には不確定性原理があるという事だ。
他に量子力学では状態の重ね合わせや測定の統計性など、古典力学にはない性質があ
る。これらの性質を積極的に情報処理に利用するのが量子情報という分野である。量
子系の最小単位として qubitというものを用いる。量子情報論には量子暗号などをがあ
る。量子暗号とはAさんBさんが遠く離れている場合の秘密鍵の共有方法で、Quantum

tomography（qubitが無限個あれば測定により状態を決定できる）やNo-cloning theorem

（未知の状態をコピーすることはできない）といった性質を利用する事で成立する。
部分系に対する２つの測定が絡み合っている状態、「量子の縺れ」をエンタングルメ

ントと言う。エンタングルメントは、量子テレポテーションなどの量子情報の通信に必
要不可欠であることがわかっている。量子テレポーテーションとは、エンタングルし
た 2つの qubitを使い、自分がエンタングルした qubitと送りたい未知の状態の qubit

に Bell測定を行い、その測定結果である古典的情報を伝える。相手は相手の持ってい
るエンタングルした qubitに、教えてもらった古典的情報に依存するユニタリー変換を
行う。すると自分側にあった、未知の qubitが相手側にテレポートするというものだ。
本研究ではそのエンタングルメントをどれだけ生成できるかを見ていく。現在、量子

エンタングルメントの作成方法としては、SPDC(Spontaneous Parametric Down Con-

version) 法があり、レーザーを非線形光学結晶に照射して、偏光がエンタングルした 2

光子の対を発生させるという方法が一般的である。しかし、生成できる確率が小さかっ
た。そこで今回、エンタングルメントを生成する方法としてあげられる、「スピンを持
つ 3粒子によりエンタングルメントの生成をする」という方法について考察していく。
固定した 2つの粒子に別の粒子を入射する事で、スピンの相互作用により、固定し

た 2つの粒子のスピン状態がエンタングルする。本研究ではこの 3粒子の散乱を一次
元箱型ポテンシャル問題から、一次元δ関数ポテンシャル、２粒子スピンの散乱、3粒
子スピンの散乱と順を追って計算していく。そして、実際に初期状態を与え、透過後、
反射後の状態がどのようになっているかを見る。この時、エンタングルメントが生成
できる確率も見ていく。
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第2章 qubit

量子情報理論を考える上で、量子系の最小単位である qubitは非常に重要である。
qubitは、基本的な２つの状態を持ち、今回重要になってくるスピンも qubitである。
qubitは古典論でのビットとは違った性質を持っている。まず、この qubitの性質につ
いて説明する。

2.1 重ね合わせの原理
古典論でのビットは | 0 〉か | 1 〉か、どちらかの状態しかとることしかできない。し

かし、qubitでは | 0 〉, | 1 〉だけではなく、この２つの状態を重ね合わせた状態をとるこ
とが可能である。例として (2.1)の様な状態をあげておく。

|φ 〉 = α| 0 〉 + β| 1 〉 (2.1)

α,βは複素数で、(2.2)の条件の様に規格化されている。

|α|2 + |β|2 = 1 (2.2)

2.2 測定は確率的であり状態を壊す
わかりやすくするために、qubitを偏光として見ていこう。| | 〉が垂直偏光、| − 〉が
水平偏光である。測定前の状態が (2.3)のような重ね合わせの状態とする。

|＼ 〉 = α| | 〉 + β| − 〉 (2.3)

垂直偏光と水平偏光を分離する測定器を考える。|＼ 〉を測定器で測ると、確率 |α|2

で | | 〉になり、確率 |β|2で | − 〉に分離される。測定後の状態が垂直偏光 | | 〉と水平偏光
| − 〉となっており、最初の重ね合わせの状態は壊れてしまった。すなわち、「測定は確
率的で状態を壊す」。

2.3 不確定性原理
垂直偏光 | | 〉を垂直偏光と水平偏光を分離する測定器で測定すると、100％の確率で

測定後の状態が垂直偏光であることが確定している。このとき、測定器の角度を θ傾
けると、|＼ 〉θの偏光と, |＼ 〉θ+π

2
の偏光に分離する測定器になる。この測定器を使い
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垂直偏光 | | 〉を測定すると、確率 cos2θで測定後の状態が |＼ 〉θとなり、確率 sin2θで
測定後の状態が |＼ 〉θ+π

2
となり測定結果は確定しない。一般に、２つの異なる正規直

交基底による測定では両方の測定結果が確定することはない。これを「不確定性原理」
と言う。
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第3章 エンタングルメント

エンタングルメントは、量子情報の通信に必要不可欠である。この重要なエンタン
グルメントについてと、エンタングルメントを応用した量子テレポーテーション、量
子擬テレパシー、Super Dense Codingについて説明する。

3.1 エンタングルメントについて

|φ 〉III =
1√
2

(| 0 〉I| 0 〉II + | 1 〉I| 1 〉II) (3.1)

(3.1)の様な状態で表される２つの qubitIと qubitIIを考えよう。ここで、次のような
条件を与える。
・Aさんと Bさんはお互いに遠くに離れている。（例えば、福井とロンドン）
・Aさんが qubit Iを、Bさんが qubit IIを持っている。

この時、に Aさんと Bさんがそれぞれ自分の qubitに対し基底｛ | 0 〉, | 1 〉｝で測定した
とする。すると、Aさんの測定結果が | 0 〉ならば遠くはなれたBさんの測定結果も | 0 〉
となる。同様に Aさんが | 1 〉ならば Bさんも | 1 〉となる。部分系に対する測定結果が
つながっている。この様な状態を「エンタングルメントした状態」または「アインシュ
タイン・ポドルスキー・ローゼン対（EPR pair）」と言う。

3.2 量子テレポーテーション

|Ψ 〉ab =
1√
2

(| 0 〉a| 0 〉b + | 1 〉a| 1 〉b) (3.2)

Aさんと Bさんが、エンタングルメントした状態の qubit aと qubit bを持って遠く
離れる。Aさんに未知の qubit cが与えられる。この qubit cを Bさんにテレポートし
たい。

|φ 〉c = α| 0 〉c + β| 1 〉c (3.3)

cが与えられた後の３つの qubitの状態が次の様になる。

|Φ 〉cab = |φ 〉c|Ψ 〉ab =
1√
2

(α| 0 〉c + β| 1 〉c) (| 0 〉a| 0 〉b + | 1 〉a| 1 〉b) (3.4)
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(3.4)を qubit aと qubit cに関してBell基底で書き直す。Bell基底は次の様に表される。

|Φ1 〉 = 1√
2
(| 0 〉| 0 〉 + | 1 〉| 1 〉)

|Φ2 〉 = 1√
2
(| 0 〉| 0 〉 − | 1 〉| 1 〉)

|Φ3 〉 = 1√
2
(| 0 〉| 1 〉 + | 1 〉| 0 〉)

|Φ4 〉 = 1√
2
(| 0 〉| 1 〉 − | 1 〉| 0 〉)

(3.5)

(3.4)を書き直すと。

|Φ 〉cab =
1

2
( |Φ1 〉ca (α| 0 〉b + β| 1 〉b) + |Φ2 〉ca (α| 0 〉b − β| 1 〉b)

+ |Φ3 〉ca (α| 1 〉b + β| 0 〉b) + |Φ4 〉ca (α| 1 〉b − β| 0 〉b) ) (3.6)

これを Bell基底で測定すると、(3.6)から測定結果 r =｛1,2,3,4｝はすべて 1
4
の確率で

起こる事がわかる。測定後の Bさんの持っている qubit bは次の様になる。
r = 1の時 α| 0 〉b + β| 1 〉b
r = 2の時 α| 0 〉b − β| 1 〉b
r = 3の時 α| 1 〉b + β| 0 〉b
r = 4の時 α| 1 〉b − β| 0 〉b

ここでAさんが Bさんに測定結果 r =｛1,2,3,4｝(2bit)を伝える。そしてBさんが qubit

bに対して測定結果に依存するユニタリー変換を行うと、qubit bの状態が (3.3)と同じ
になる。

r = 1の時 U1 = 1 (何もしない)

r = 2の時 U2 = | 0 〉〈 0 | − | 1 〉〈 1 | (| 1 〉の位相を反転する)

r = 3の時 U3 = | 1 〉〈 0 | + | 0 〉〈 1 | (0と 1を交換する)

r = 4の時 U4 = U2U3

これで、Aさんの持っていた未知の qubit cが Bさんの所にテレポートされた。この
時、Aさんの持っていた qubit cの状態は壊れている。

3.3 量子擬テレパシー
AさんとBさんが協力するゲームを考える。AさんとBさんはエンタングルした状態

の qubitをそれぞれ持っている。Cさんが x = 0, 1, 2 , y = 0, 1, 2をランダムに選び、Aさ
んに xを、Bさんに yを渡す。AさんとBさんは自分の数字を見て a = 0 or 1, b = 0 or 1

（2bit）を宣言する。x = yの時は a = b、x 6= yの時は a 6= bならAと Bの勝ちとなる。
まず、古典的に考える為に宣言 a,bを次の様に決めておく。

0 1 1

y=

b=

0 1 2 0 1 2x=

0 1 1a=
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古典的な考えで Aさんと Bさんが勝てる確率 Pclassicalは

Pclassical =
7

9

となる。これは最適な古典的戦略である。
これより、Aさんと Bさんがエンタングルした２つの qubitを１つづつ持っている

時の確率を考えていく。まず、エンタングルした２つの qubitの状態が

|Φ 〉 =
1√
2

(| 0 〉| 0 〉 + | 1 〉| 1 〉) (3.7)

となる。Aさんと Bさんはもらった x,yに応じて次の様なユニタリー変換を行う。

Aさん： | 0 〉 → | 0 〉, | 1 〉 → eixθ| 1 〉
Bさん： | 0 〉 → | 0 〉, | 1 〉 → e−iyθ| 1 〉

すると２つの qubitの状態が次の様になる。

|Φ 〉 =
1√
2

(
| 0 〉| 0 〉 + eiθ(x−y)| 1 〉| 1 〉

)
(3.8)

次に、Aさんと Bさんは自分の qubitに Hadamard変換を行う。

H| 0 〉 =
1√
2

(| 0 〉 + | 1 〉)

H| 1 〉 =
1√
2

(| 0 〉 − | 1 〉)

すると、２つの qubitの状態が次の様になる。

|Φ 〉 =
1

2
√

2

((
1 + eiθ(x−y)

)
(| 0 〉| 0 〉 + | 1 〉| 1 〉) +

(
1 − eiθ(x−y)

)
(| 0 〉| 1 〉 + | 1 〉| 0 〉)

)
(3.9)

ここで、Aさん Bさんがそれぞれ自分の qubitの状態を基底｛ | 0 〉, | 1 〉｝で測定する。
その測定結果を a,bとして宣言する。まず x = yの時を見ると、２つの qubitの状態が

|Φ 〉x=y =
1√
2

(| 0 〉| 0 〉 + | 1 〉| 1 〉)

となり、宣言 a,bが a=bとなり 100％の確率で Aさん Bさんの勝ちになることがわか
る。次に |x − y| = 1の時を見ると、２つの qubitの状態が

|Φ 〉|x−y|=1 =
1

2
√

2

((
1 + eiθ

)
(| 0 〉| 0 〉 + | 1 〉| 1 〉) +

(
1 − eiθ

)
(| 0 〉| 1 〉 + | 1 〉| 0 〉)

)
となる。この時測定結果を宣言 a,bとして使うので後ろの項の係数の絶対値 2乗が勝つ
確率となる。

2

∣∣∣∣∣∣
(
1 − eiθ

)
2
√

2

∣∣∣∣∣∣
2

=
1 − cosθ

2
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次に |x − y| = 2の時を見ると、先ほどの eの肩が 2倍されるだけなので

2

∣∣∣∣∣∣
(
1 − e2iθ

)
2
√

2

∣∣∣∣∣∣
2

=
1 − cos2θ

2

となる。x, yのとり得る場合が 9通りである。そのうち x = yが３通り、|x− y| = 1が
4通り、|x − y| = 2が 2通りなので勝てる確率が

Pquantum =
3

9
+

4

9

1 − cosθ

2
+

2

9

1 − cos2θ

2

=
1

9
(6 − 2cosθ − cos2θ) =

5

6

(
θ =

2π

3

)
Pquantum =

5

6
>

7

9
= Pclassical

となり、最適な古典的戦略に勝る事がわかる。まるで Aさんと Bさんがテレパシーを
使ったかの様である。

3.4 超高密度符号化 -Super Dence Coding-

|Ψ 〉ab =
1√
2

(| 0 〉a| 0 〉b + | 1 〉a| 1 〉b) (3.10)

AさんとBさんが、エンタングルメントした状態の qubit aと qubit bを持っている。
Aさんと Bさんは遠く離れていて、Aさんは Bさんに 2bitの古典情報 r =｛1,2,3,4｝
を相手に送りたい。そこで Aさんは自分の qubit aにユニタリー変換 Urを行うと

|Ψ 〉′ab = (Ur ⊗ 1)|Ψ 〉ab = |Φr 〉ab (3.11)

となり、|Φr 〉は Bell基底である事がわかる。ここでAさんは Bさんに qubit aを送る。
Bさんはもらった qubit aと自分の qubit bに対して Bell基底で測定を行う。すると、
測定結果が Aさんの伝えたい古典情報 rとなり、Aさんから Bさんに 2bit古典情報が
伝わった事になる。

8



第4章 スピン

上向きスピンと下向きスピンの２つの基本的状態を持つスピンも qubitである。これ
より、上向きスピンを | 1 〉、下向きスピンを |−1〉と表記していく。本研究では 3粒子の
スピンを考えるので、3粒子スピンの合成をまず説明する。また、パウリ行列の内積の
形のハイゼンベルグ型のスピン相互作用を考えるので、パウリ行列や、そのスピン相
互作用の計算などを説明していく。

4.1 スピンの合成
これより、s = 1

2
の粒子に I, II, IIIと名前を付ける。

ΙΙ ΙΙΙΙ

図 4.1: 3粒子スピンの合成順序

３粒子スピンの合成を見るのだが、３粒子スピンを合成した時の状態に関わってくる
ので粒子 IIと粒子 IIIの２粒子のスピンの合成を先に見ていく。
(i)２粒子スピンの合成 {

SIIIII = 1の時、SzIIIII = 1, 0,−1

SIIIII = 0の時、SzIIIII = 0
(4.1)

S = 1の３通りを三重項 (Triplet)、S = 0の１通りを一重項 (singlet)と呼ばれる。こ
の４通りの状態は次の様になる。

SIIIII = 1, SzIIIII = 1の時、| 1 〉| 1 〉
SIIIII = 1, SzIIIII = −1の時、|−1〉|−1〉
SIIIII = 1, SzIIIII = 0の時、1√

2
(| 1 〉|−1〉 + |−1〉| 1 〉)

SIIIII = 0, SzIIIII = 0の時、1√
2
(| 1 〉|−1〉 − |−1〉| 1 〉)

(4.2)
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(ii)３粒子スピンの合成
S = 3

2
の時、Sz = ±3

2
,±1

2

S = 1
2
, SIIIII = 1の時、Sz = ±1

2

S = 1
2
, SIIIII = 0の時、Sz = ±1

2

(4.3)

S = 1
2
, Sz = ±1

2
が２種類ある。これは２粒子スピンの合成をした時の SIIIIIによって区

別できる。この 8通りの状態が次の様になる。この状態を使って行くため、わかりや
すく |S, Sz 〉 |S, Sz, SII,III 〉 この様に置いておく。

| 3
2
, 3

2
〉 = | 1 〉| 1 〉| 1 〉

| 3
2
, 1

2
〉 = 1√

3
(| 1 〉| 1 〉|−1〉 + | 1 〉|−1〉| 1 〉 + |−1〉| 1 〉| 1 〉)

| 3
2
,−1

2
〉 = 1√

3
(| 1 〉|−1〉|−1〉 + |−1〉| 1 〉|−1〉 + |−1〉|−1〉| 1 〉)

| 3
2
,−3

2
〉 = |−1〉|−1〉|−1〉


| 1

2
, 1

2
, 0 〉 = 1√

2
| 1 〉 (| 1 〉|−1〉 − |−1〉| 1 〉)

| 1
2
,−1

2
, 0 〉 = 1√

2
|−1〉 (| 1 〉|−1〉 − |−1〉| 1 〉)


| 1

2
, 1

2
, 1 〉 = 1√

6
(−| 1 〉| 1 〉|−1〉 − | 1 〉|−1〉| 1 〉 + 2|−1〉| 1 〉| 1 〉)

| 1
2
,−1

2
, 1 〉 = 1√

6
(−|−1〉|−1〉| 1 〉 − |−1〉| 1 〉|−1〉 + 2| 1 〉|−1〉|−1〉)

本研究では、いろいろな 3粒子スピンの初期状態をこの８つの状態で書き直し計算し
ていく。

4.2 パウリ行列
下の様に定義される行列をパウリ行列と言う。

σx =

[
0 1

1 0

]
σy =

[
0 −i

i 0

]
σz =

[
1 0

0 −1

]

それぞれを、upスピン,downスピン状態にに作用させると以下の様になる。

σx| 1 〉 = |−1〉
σx|−1〉 = | 1 〉

σy| 1 〉 = i|−1〉
σy|−1〉 = −i| 1 〉

σz| 1 〉 = | 1 〉
σz|−1〉 = −|−1〉

本研究で、ハイゼンベルグ型のスピン相互作用を考える。これがパウリ行列の内積と
なる。

−→σ I · −→σ II = (σI
xσ

II
x + σI

yσ
II
y + σI

zσ
II
z )

10



粒子に入射する粒子に I、固定する２つの粒子に II, IIIと名前を付ける。その時、粒子
Iと IIのスピン相互作用と粒子 Iと IIIのスピン相互作用が発生すると考えられる。そ
こで、−→σ I · −→σ II,−→σ I · −→σ IIIを 3粒子スピンの８つの状態に作用させた固有値を計算して
おく。

−→σ I · −→σ II| 3

2
,
3

2
〉 =

(
σI

xσ
II
x + σI

yσ
II
y + σI

zσ
II
z

)
| 1 〉| 1 〉| 1 〉

= σI
xσ

II
x | 1 〉| 1 〉| 1 〉 + σI

yσ
II
y | 1 〉| 1 〉| 1 〉 + σI

zσ
II
z | 1 〉| 1 〉| 1 〉

=
(
σI

x| 1 〉σII
x | 1 〉 + σI

y| 1 〉σII
y | 1 〉 + σI

z| 1 〉σII
z | 1 〉

)
| 1 〉

= |−1〉|−1〉| 1 〉 + i2|−1〉|−1〉| 1 〉 + | 1 〉| 1 〉| 1 〉
= | 1 〉| 1 〉| 1 〉

= | 3

2
,
3

2
〉

上の様に計算できる。同様にすべて計算した結果が下の様になる。

−→σ I · −→σ II| 3
2
, sz 〉 = | 3

2
, sz 〉

−→σ I · −→σ III| 3
2
, sz 〉 = | 3

2
, sz 〉(−→σ I · −→σ II + −→σ I · −→σ III
)
| 1

2
,±1

2
, 0 〉 = 0

(−→σ I · −→σ II + −→σ I · −→σ III
)
| 1

2
,±1

2
, 1 〉 = −4| 1

2
,±1

2
, 1 〉

(4.4)

(4.4)は初期状態を与えた場合の計算過程で必要になってくる。
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第5章 スピンを持つ粒子の散乱

本研究では、スピンを持った３粒子のを散乱させることで、スピン相互作用により
エンタングルを生成する方法について考える。これに関する最近の研究には参考文献
の [6]等がある。まず、２粒子での一次元箱型ポテンシャル、一次元δ関数ポテンシャ
ルでの散乱係数を計算し、一次元箱型ポテンシャルに極限を与えた時に一次元δ関数
ポテンシャルと一致することを確かめる。次に２粒子での一次元δ関数ポテンシャル
にスピンを導入し、計算します。そして最後に、本研究での課題である３粒子スピン
を使い、散乱させ、エンタングルメント生成に繋げて行く。この過程を順を追って説
明していく。

5.1 一次元箱型ポテンシャル

V0

V(x)

x

E

0 a

CA

B

図 5.1: 一次元箱型ポテンシャル

図 5.1の様な箱型の 0 < E < V0であるポテンシャルにエネルギー Eを持った粒子を
散乱させる場合を考える。散乱係数をそれぞれ A,B,C、エネルギーを E、ポテンシャル
を V0とおく。V (x) = 0の領域、V (x) = V0の領域と順番に見ていく。
(i)V (x) = 0の領域
シュレディンガー方程式は以下の様に与えられる。

− h̄2

2m

d2

dx2
u(x) = Eu(x) (5.1)

u(x)は波動関数である。(5.1)より波動関数を求めると。{
0 ≥ xの時、u(x) = Aeikx + Be−ikx

x ≥ aの時、u(x) = Ceikx

12



ここで、k =
√

2mE
h̄2 は伝播数である。

(ii)V (x) = V0の領域
シュレディンガー方程式は以下の様に与えられる。

− h̄2

2m

d2

dx2
u(x) = (E − V0)u(x) (5.2)

(5.2)より波動関数を求めると。

u(x) = Feβx + Ge−βx

F,Gは任意の定数である。伝播数は β =
√

2m(V0−E)

h̄2 で与えられる。
(i)(ii)の境界では波動関数は一致しているはずなので、境界条件として次の式が得ら

れる。

A + B = F + G (5.3)

Ceika = Feβa + Ge−βa (5.4)

波動関数を微分したものも一致するはずなので、以下の式が得られる。

ik(A − B) = β(F − G) (5.5)

ikCeika = β
(
Feβx − Ge−βx

)
(5.6)

この４つの式を使い F,Gを消去し、透過係数Cと反射係数Bを求める。
1/2× (5.3)+1/2β× (5.5)、1/2× (5.3)-1/2β× (5.5)より

F =

(
ik

2β
+

1

2

)
A +

(
1

2
− ik

2β

)
B

G =

(
1

2
− ik

2β

)
A +

(
ik

2β
+

1

2

)
B

上の様に F,Gが求まる。この F,Gを (5.4)、(5.6)に代入すると以下の式が得られる。

Ceika =(
ik

2β
+

1

2

)
A +

(
1

2
− ik

2β

)
Beβa +

(
1

2
− ik

2β

)
A +

(
ik

2β
+

1

2

)
Be−βa (5.7)

ikCeika =

β

((
ik

2β
+

1

2

)
A +

(
1

2
− ik

2β

)
Beβx −

(
1

2
− ik

2β

)
A −

(
ik

2β
+

1

2

)
Be−βx

)
(5.8)

この (5.7)(5.8)から Cを消すと(
ik

2β
+

1

2

)
A +

(
1

2
− ik

2β

)
Beβa +

(
1

2
− ik

2β

)
A +

(
ik

2β
+

1

2

)
Be−βa

=
β

ik

((
ik

2β
+

1

2

)
A +

(
1

2
− ik

2β

)
Beβx −

(
1

2
− ik

2β

)
A −

(
ik

2β
+

1

2

)
Be−βx

)
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となる。この両辺を Aで割りると、B
A
が以下の様に得られる。

B

A
=

(k2 + β2)
(
1 − e−2βa

)
(k + iβ)2 − (k − iβ)2 e−2βa

(5.9)

(5.7)の両辺を Aで割り、(5.9)を代入すると

C

A
=

4ikβe−(β+ik)a

(k + iβ)2 − (k − iβ)2 e−2βa
(5.10)

上の様に C
A
が得られた。

本研究では簡単の為に a → 0の極限を考える。より正確にはポテンシャルの面積 V0a

を一定とする、以下のような極限を考える (図 5.2)。これは次節で見るようにポテンシャ
ルがδ関数を用いて gδ(x)と表される事に対応する。

a → 0

V0 → ∞
V0a = g

V0

V(x)

x
0 a

g

図 5.2: 極限を考える

(5.9)を変形すると

B

A
=

k2

β2 + 1

k2

β2 + 2i
k(1+e−2βa)
β(1−e−2βa)

− 1
(5.11)

(5.11)の様になる。βに V0が含まれるので β → ∞となる。βaもどうなるか見ておくと

βa = a

√
2m(V0 − E)

h̄2

=

√
2ma2(V0 − E)

h̄2

=

√
2m(ga − Ea2)

h̄2
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となり、βa → 0となる事がわかる。(5.11)の β
(
1 − e−2βa

)
以外は β → ∞として計算

できるので、β
(
1 − e−2βa

)
だけを見ていく。e−2βaは次の様に近似できる。

e−2βa = 1 − 2βa + 2β2a2 · · · (5.12)

とりあえず (5.12)の３項目までを β
(
1 − e−2βa

)
に代入すると

β
(
1 −

(
1 − 2βa + 2β2a2

))
= 2β2a − 2β3a2 (5.13)

となる。(5.13)の 1項目をまず見ると

2β2a = 2a
2m (V0 − E)

h̄2

=
4mg

h̄2 (5.14)

となり、定数となる。このことから下の様になる。

lim
β→∞

B

A
=

1
ikh̄2

mg
− 1

(5.15)

C
A
を変形し極限を与えると、同様に下の式が得られる。

C

A
=

4ikβe−(β+ik)a

k2

β
(1 − e−2βa) + 2ik (1 + e−2βa) − β (1 − e−2βa)

(5.16)

lim
β→∞

C

A
=

4ik

4ik − 4mg
h̄2

=
1

1 − mg
ikh̄2

(5.17)

これで一次元箱型ポテンシャルに極限を与えた時の B
A
, C

A
が求まった。
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5.2 一次元δ関数ポテンシャル
続いて一次元δ関数ポテンシャルについて見ていくのだが、まずδ関数について説

明する。δ関数は次のような特徴を持つ。
∫ ∞
−∞ δ(x)dx = 1

δ(x) = 0 (x 6= 0)

δ(0) = ∞
(5.18)

x = 0で連続な任意の関数 f(x)に対して次の様な性質を持つ。∫
f(x)δ(x)dx = f(0) (5.19)

以下では、ポテンシャルを gδ(x)とする散乱問題を解き、前節の極限操作で得られた結
果と一致することを示す。

gδ(x)

E
A

B

C

0
x

−ε ε

図 5.3: 一次元δ関数ポテンシャル

シュレディンガー方程式は次の様に与えられる。

− h̄2

2m

d2

dx2
u(x) + gδ(x)u(x) = Eu(x) (5.20)

波動関数は {
u(x) = Aeikx + Be−ikx (x ≤ 0)

u(x) = Ceikx (0 ≤ x)

となる。(5.20)を微小区間 εで積分し、境界条件を求める。左辺の 2項目は (5.19)か
ら、右辺は微小区間で微分なので下の様になる。

− h̄2

2m
[u′(x)]

ε
−ε + gu(0) = 0 (5.21)

もう１つの境界条件として

u(ε) = u(−ε) (5.22)

16



が得られ。(5.21)(5.22)より ik
(
Aeikε − Be−ikε − Ceikε

)
= 2mg

h̄2 C

Aeikε + Be−ikε = Ceikε

となり、εは微小区間なので{
ik (A − B − C) = 2mg

h̄2 C

A + B = C

となる。これを Aで割り、B
A
, C

A
を求めると

B

A
=

1
ikh̄2

mg
− 1

(5.23)

C

A
=

1

1 − mg
ikh̄2

(5.24)

となり、(5.15)(5.17)と一致していることがわかる。
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5.3 ２粒子スピンでの散乱
3粒子スピンの散乱を考える前に図 5.4の様な２粒子スピンの散乱を考える。粒子の

ポテンシャルには、前節で使ったδ関数を用いる。スピン相互作用はハイゼンベルグ
型であるパウリ行列の内積を考える。

Ι ΙΙ
B

C

x
0

図 5.4: ２粒子スピンの散乱

シュレディンガー方程式は以下の様に与えられる。

− h̄2

2m

d2

dx2
|Φ(x) 〉 + gδ(x)−→σ I · −→σ II|Φ(x) 〉 = E|Φ(x) 〉 (5.25)

波動関数 |Φ(x) 〉は

|Φ(x) 〉 =

{
|φ 〉eikx + B|φ 〉e−ikx (x ≤ 0)

C|φ 〉eikx (0 ≤ x)
(5.26)

となり、|φ 〉は 2粒子スピンの初期状態である。前節と同様に反射演算子を B、透過演
算子を Cとする。入射演算子を今回は 1として考える。境界条件を求める為にシュレ
ディンガー方程式を粒子 IIの前後の微小区間 εで積分すると下の様になる。

− h̄2

2m

[
d

dx
|Φ(x) 〉

]ε

−ε

+ g−→σ I · −→σ II|Φ(0) 〉 = 0 (5.27)(
− h̄2

2m
(ikC − ik + ikB) + g−→σ I · −→σ II

)
|φ 〉 = 0 (5.28)

もう１つの境界条件として

|φ 〉 + B|φ 〉 = C|φ 〉 (5.29)

となる。(5.28)(5.29)より、演算子B、Cを求めると以下の様になる。

B =
−→σ I · −→σ II

ikh̄2

mg
−−→σ I · −→σ II

(5.30)

C =
1

1 − mg
ikh̄2

−→σ I · −→σ II (5.31)

２粒子のスピン状態にこの演算子B,Cを作用させることで、透過後、反射後の粒子の
スピン状態やその状態での確率が得られる。
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5.4 ３粒子スピンでの散乱
3粒子スピンの散乱を考える。図 5.5の様に粒子 II,IIIは−a

2
, a

2
に固定し、そこに粒子

Iを入射し、反射後、透過後の 3粒子の状態がどのようになるかを求める。ポテンシャ
ル、スピン相互作用は前節と同様に考える。

ΙΙ

Ι

ΙΙΙ

0

x

a
2

a
2

-

G

F

B

C

図 5.5: 3粒子スピンの散乱

シュレディンガー方程式は以下の様に与えられる。

− h̄2

2m

d2

dx2
|Φ(x) 〉 +

(
gδ

(
x +

a

2

)
−→σ I · −→σ II + gδ

(
x − a

2

)
−→σ I · −→σ III

)
|Φ(x) 〉 = E|Φ(x) 〉

(5.32)

波動関数 |Φ(x) 〉は

|Φ(x) 〉 =


|φ 〉eikx + B|φ 〉e−ikx (x ≤ −a

2
)

F |φ 〉eikx + G|φ 〉e−ikx (−a
2
≤ x ≤ a

2
)

C|φ 〉eikx (a
2
≤ x)

となり、|φ 〉は３粒子スピンの初期状態である。透過演算子、反射演算子をそれぞれ
B,F,G,Cとおく。前節と同様に入射演算子は１とする。粒子 II,III位置での境界条件を
求ていく。
まずは粒子 IIでの境界条件を求める。粒子 IIの前後の微小区間で積分

∫ −a
2
+ε

−a
2
−ε dxをす

ると

− h̄2

2m

[
d

dx
|Φ(x) 〉

]−a
2
+ε

−a
2
−ε

+ g−→σ I · −→σ II|Φ(0) 〉 = 0

−ikh̄2

2m

(
Fe−

ika
2 − Ge

ika
2 − e−

ika
2 + Be

ika
2

)
+ −→σ I · −→σ II

(
e−

ika
2 + Be

ika
2

)
= 0 (5.33)

となり、(5.33)に e
ika
2 をかけて、見やすく並べ替えると以下の様になる。

F − Geika =
2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ II(1 + Beika) + 1 − Beika (5.34)

もう１つの境界条件から

e−
ika
2 + Be

ika
2 = Fe−

ika
2 + Ge

ika
2

F + Geika = 1 + Beika (5.35)
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となる。
続いて粒子 IIIでの境界条件を求める。粒子 IIIの前後の微小区間で積分

∫ a
2
+ε

a
2
−ε dxをす

ると

− h̄2

2m

[
d

dx
|Φ(x) 〉

]a
2
+ε

a
2
−ε

+ g−→σ I · −→σ III|Φ(0) 〉 = 0

−ikh̄2

2m

(
Ce

ika
2 − Fe

ika
2 + Ge−

ika
2

)
+ −→σ I · −→σ IIICe

ika
2 = 0 (5.36)

となり、(5.36)に e−
ika
2 をかけて、見やすく並べ替えると以下の様になる。

−F + Ge−ika =
2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ IIIC − C (5.37)

もう１つの境界条件から

Ce
ika
2 = Fe

ika
2 + Ge−

ika
2

F + Ge−ika = C (5.38)

となる。
今求めた４つの境界条件の式から、F,Gを消去し最終的な透過、反射演算子である

B,Cを求める。(5.37)+(5.38),(5.38)-(5.37)より

2Ge−ika =
2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ IIIC (5.39)

2F = 2C − 2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ IIIC (5.40)

となり、(5.39)(5.40)から以下の式が得られる。{
F = C − mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ IIIC

G = mg
ikh̄2

−→σ I · −→σ IIICeika
(5.41)

F,Gが求まったのでこれを (5.34)(5.35)に代入する。(5.34)に F,Gを代入すると以下の
様になる。

C − mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ IIIC − mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ IIICe2ika

=
2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ II(1 + Beika) + 1 − Beika (5.42)

(5.35)に F,Gを代入すると以下の様になる。

C − mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ IIIC +

mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ IIICe2ika = 1 + Beika (5.43)

これより、簡単の為に ka = nπ (n = 1, 2, 3 · · ·)の時を考える。その時、e2ika = 1とな
るので (5.42)(5.43)が下の様になる。

C − 2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ IIIC =

2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ II(1 + Beika) + 1 − Beika

C = 1 + Beika
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上の２式より、まず Bを求めると

1 + Beika − 2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ III

(
1 + Beika

)
=

2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ II(1 + Beika) + 1 − Beika

2Beika − 2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ IIIBeika − 2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ IIBeika =

2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ III +

2mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ II

Beika
(
1 − mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ III − mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ II

)
=

mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ III +

mg

ikh̄2
−→σ I · −→σ II

B =
mg
ikh̄2

−→σ I · −→σ III + mg
ikh̄2

−→σ I · −→σ II

1 − mg
ikh̄2

−→σ I · −→σ III − mg
ikh̄2

−→σ I · −→σ II e
−ika (5.44)

となり、Cも同様に計算して求めると

C = 1 +
mg
ikh̄2

−→σ I · −→σ III + mg
ikh̄2

−→σ I · −→σ II

1 − mg
ikh̄2

−→σ I · −→σ III − mg
ikh̄2

−→σ I · −→σ II

C =
1

1 − mg
ikh̄2

−→σ I · −→σ III − mg
ikh̄2

−→σ I · −→σ II (5.45)

となる。見やすくするために mg
h̄2 = fとおくと以下の様になる。



C = 1

1+ if
k

(−→σ I
·−→σ II

+
−→σ I

·−→σ III
)

B =
− if

k

(−→σ I
·−→σ II

+
−→σ I

·−→σ III
)

1+ if
k

(−→σ I
·−→σ II

+
−→σ I

·−→σ III
)e−ika

(5.46)

C,Bそれぞれに、スピン相互作用が出ている事がわかる。初期状態 |φ 〉を与えた場合、
|φ 〉に C,Bを作用させた時どうなるかが本研究で重要な所である。
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第6章 エンタングルメントの生成

ここで実際に 3粒子スピンの初期状態 |φ 〉を与え、粒子 II,IIIがエンタングルするか
どうかを見ていく。またその状態の係数の絶対値２乗がその状態を作る確率になるの
で、その確率も見ていく。

6.1 初期状態 |−1〉| 1 〉| 1 〉
初期状態が | 1 〉| 1 〉| 1 〉や、|−1〉|−1〉|−1〉では、そのまま透過、反射してしまうのでエ

ンタングルメントは得られない。また、初期状態でエンタングルしてしまっていると
生成できたかわからない。そこでエンタングルしていない初期状態 |−1〉| 1 〉| 1 〉の場合
を考える。B,Cは計算済みなのだが、そのまま初期状態を与えて計算はできない。3粒
子スピンの合成の時にそれぞれの状態にスピン相互作用を作用させた。そこで固有値
を求めたので、それを利用し計算するために、まず初期状態を |S, Sz 〉 |S, Sz, SII,III 〉の
形で表と次の様になる。

|−1〉| 1 〉| 1 〉 =

√
6

3
| 1

2
,
1

2
, 1 〉 +

√
3

3
| 3

2
,
1

2
〉 (6.1)

これに (5.46)の B,Cを作用させる。(4.4)を使い計算する。まず Bを求めると

B|−1〉| 1 〉| 1 〉 =
− if

k

(−→σ I · −→σ II + −→σ I · −→σ III
)

1 + if
k

(−→σ I · −→σ II + −→σ I · −→σ III
)e−ika

(√
6

3
| 1

2
,
1

2
, 1 〉 +

√
3

3
| 3

2
,
1

2
〉
)

=
− if

k
(−4)

1 + if
k

(−4)
e−ika

√
6

3
| 1

2
,
1

2
, 1 〉 +

− if
k

(1 + 1)

1 + if
k

(1 + 1)
e−ika

√
3

3
| 3

2
,
1

2
〉

=
4if
3k

1 − 4if
k

e−ika (−| 1 〉| 1 〉|−1〉 − | 1 〉|−1〉| 1 〉 + 2|−1〉| 1 〉| 1 〉)

+
−2if

3k

1 + 2if
k

e−ika (| 1 〉| 1 〉|−1〉 + | 1 〉|−1〉| 1 〉 + |−1〉| 1 〉| 1 〉)

この様に計算できる。これを状態ごとにくくると

B|−1〉| 1 〉| 1 〉 =

 −2if
k

1 + −2if
k

+ 8f2

k2

| 1 〉 (| 1 〉|−1〉 + |−1〉| 1 〉) +
2if
k

− 8f2

k2

1 + −2if
k

+ 8f2

k2

|−1〉| 1 〉| 1 〉

 e−ika

(6.2)

となる。Cも同様に計算すると以下の様になる。

C|−1〉| 1 〉| 1 〉 =
−2if

k

1 − 2if
k

+ 8f2

k2

| 1 〉 (| 1 〉|−1〉 + |−1〉| 1 〉) +
1

1 − 2if
k

+ 8f2

k2

|−1〉| 1 〉| 1 〉 (6.3)
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(6.2)(6.3)が反射後、透過後の 3粒子スピンの状態とその状態の確率を表している。こ
れを見ると初期状態ではエンタングルしていなかったのだが、粒子 Iのスピン状態が
|−1〉 → | 1 〉と spin-flipしている時に粒子 II,IIIがエンタングルしていることがわかる。
この方法でエンタングルメントを生成することができた。
続いてエンタングルメントを生成できる確率を見ていく。これよりエンタングルメ

ントが生成できる確率を PEとする。確率は状態の係数の絶対値２乗なので

PE = 4

∣∣∣∣∣∣
−2if

k

1 + −2if
k

+ 8f2

k2

∣∣∣∣∣∣
2

=
16f2

k2

1 + 20f2

k2 + 64f4

k4

確率は上の様な式になる。計算過程で ka = nπとおいたので、k
f

= nπ
fa
となる。式の形

ではわかりにくいので、fa = 1として計算し、グラフにしてみる。

PE =

16
(nπ)2

1 + 20
(nπ)2

+ 64
(nπ)4

(6.4)
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図 6.1: PEと nの関係

上の様になり、エンタングルメントを生成できる最大確率が約 44％となった。
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横軸は nだが、実質エネルギーである。エネルギーが大きいとそのまま透過してい
くので、このグラフは正しいと言える。計算過程で ka = nπ (n = 1, 2, 3 · · ·)としたの
で nが整数の所しかプロット点は取れないが、見やすくするため上の様にした。実際
はプロット点の間で振動しているかもしれない。今後の課題として nが整数の所だけ
ではなく、すべての点で計算出きるようにしていく。

6.2 スピン状態 |−1〉の粒子を２回入射
もっとエンタングルメント生成確率を向上させる為に次の様な方法を行う。初期状
態 |−1〉| 1 〉| 1 〉の後、粒子 II,IIIの状態 1√

2
(| 1 〉|−1〉 + |−1〉| 1 〉) , | 1 〉| 1 〉 ここにもう 1度

スピン状態が |−1〉の粒子を入射する。この時の初期状態が以下の様になります。
1√
2
|−1〉 (| 1 〉|−1〉 + |−1〉| 1 〉)

|−1〉| 1 〉| 1 〉
(6.5)

|−1〉| 1 〉| 1 〉の時は先ほどと同じなのでもう１つの初期状態を計算する。まずスピン相
互作用を計算できる形に直すと

1√
2
|−1〉 (| 1 〉|−1〉 + |−1〉| 1 〉) =

1√
2

(
2
√

3

3
| 3

2
,−1

2
〉 −

√
6

3
| 1

2
,−1

2
, 1 〉

)
(6.6)

となる。これに B,Cを作用させると

1√
2
B|−1〉 (| 1 〉|−1〉 + |−1〉| 1 〉)

= 1√
2

(
− 8f2

k2

1+−2if
k

+ 8f2

k2

|−1〉 (| 1 〉|−1〉 + |−1〉| 1 〉) +
− 4if

k

1+−2if
k

+ 8f2

k2

| 1 〉|−1〉|−1〉
)

e−ika

1√
2
C|−1〉 (| 1 〉|−1〉 + |−1〉| 1 〉)

= 1√
2

(
1− 2if

k

1− 2if
k

+ 8f2

k2

|−1〉 (| 1 〉|−1〉 + |−1〉| 1 〉) +
− 4if

k

1− 2if
k

+ 8f2

k2

| 1 〉|−1〉|−1〉
) (6.7)

となる。２回目 |−1〉を入射した後のエンタングルする確率を見ていく。一回目の後、粒
子 II,IIIの状態が 1√

2
(| 1 〉|−1〉 + |−1〉| 1 〉)の確率をPE1とすると、| 1 〉| 1 〉の確率が 1−PE1

となるので２回目でエンタングルする確率 PE2は

PE2 = PE1


∣∣∣∣∣∣ −8f2

k2

1 + −2if
k

+ 8f2

k2

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣ 1 − 2if
k

1 − 2if
k

+ 8f2

k2

∣∣∣∣∣∣
2
 + 4 (1 − PE1)

∣∣∣∣∣∣
−2if

k

1 + −2if
k

+ 8f2

k2

∣∣∣∣∣∣
2

この様に計算できる。同様に、２回だけではなく、何度も状態 |−1〉を入射した時をプ
ロットし、推移を見ていく。この時、前節と同様に fa = 1とした。
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図 6.2: 何度も入射した時の PEと nの関係

このグラフから、確率が最も高かったのが２回目である。回数が少ないと、エネル
ギーが高い時にそのまま透過してしまう、しかし回数を増やすことで、エネルギーが
高くてもエンタングルメントを生成出きることがわかった。更に、回数を増やすこと
でピークの幅が広がっている。この事から、広いエネルギー幅で安定した確率を得ら
れると言うことがわかった。しかし、最大で約 49％の確率でしかエンタングルメント
を生成できなかった。2回目は若干上がったが、それでも高い確率は得られなかった。

6.3 高確率でエンタングルメントを生成
更にエンタングルメント生成確率を上昇させる為に次のような方法を行う。初期状

態 |−1〉| 1 〉| 1 〉の場合、粒子 Iのスピン状態が |−1〉 → | 1 〉と spin-flipしている時に粒子 I

I,IIIがエンタングルしていることがわかった。これを利用し、透過後、反射後の粒子を
測定し、spin-flipしていたらエンタングルメントを生成できたのでそのまま、spin-flip

していなければもう 1度同じ |−1〉の状態の粒子を入射する。そしてまた透過、反射し
てきた粒子を測定するという操作をm回繰り返した時を考える。その時の確率は次の
様になる。

PE = PE1

(
1 + (1 − PE1) + (1 − PE1)

2 + (1 − PE1)
3 + · · · + (1 − PE1)

m−1
)

(6.8)

1項目が一回目でエンタングルメントを生成できる確率、2項目が２回目での確率・・・・
m回目まで続く。k

f
= 3πの時をグラフで見ると。
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k
f

= 3πの時、１回目では約 15％でしかエンタングルメントを生成できなかったが、
この操作を繰り返す事でほぼ 100％エンタングルメントを生成できる事がわかった。ど
の様にエネルギーを与えても、この操作を何度も繰り返す事でほぼ 100％エンタング
ルメントが生成できる事がわかった。これは、入射した粒子が spin-flipした時にだけ
エンタングルメントしてるのでこの操作によりほぼ 100％の結果が得られる。
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第7章 まとめ

7.1 結論
まず一次元箱型ポテンシャルでの散乱について計算した。箱の面積 V0aを一定にし、

a → 0,V0 → ∞と極限を与える事で、δ関数ポテンシャルの場合の計算結果と一致し
ている事を確かめた。

3粒子スピンの散乱を考え、透過後、反射後の演算子を計算した。初期状態にその演
算子を作用させることで透過後、反射後のスピン状態とその状態での確率を知る事が
できる。そこにエンタングルしていない初期状態 |−1〉| 1 〉| 1 〉を入射した。すると、初
期状態ではエンタングルしていなかったのだが、粒子 II,IIIがエンタングルした。この
時の粒子 Iに着目すると、粒子 Iが spin-flipしている場合だけ粒子 II,IIIがエンタング
ルしている事がわかった。この時のエンタングルメントを生成できる確率は最大で約
４４％しか得られなかった。しかし SPDC法より高い確率でエンタングルメントを生
成できるという事がわかった。確率とエネルギーをグラフにした時、ピークの幅が狭
かった。この事からこの方法でなるべく高い確率でエンタングルメントを生成しよう
とすると、エネルギー幅が狭いので、条件を与えるときに苦労しそうだ。エネルギー
が高いと、入射した粒子がそのまま透過してしまうので、エネルギーが高い時はこの
方法ではエンタングルメント生成は期待できない。
次に、初期状態 |−1〉| 1 〉| 1 〉の後、粒子 II,IIIに再び状態 |−1〉の粒子を何度も入射する

とどの様になるかを考えた。２回目の粒子入射で最も大きい値である４９％が得られ
たが、入射回数を増やしていくと最大確率は下がっていき、約 36％に収束した。最大
値は下がったものの、高いエネルギーで最大確率が得られた。また、広いエネルギー
幅で安定した確率を得られる事から、条件を与えるのに都合が良さそうだ。
次に、初期状態 |−1〉| 1 〉| 1 〉の時、粒子 Iが spin-flipしている場合だけ粒子 II,IIIがエ

ンタングルしている事に着目し、入射した粒子を spin-flipしたか測定しながら入射し
ていく事を考えた。この方法で一回目の生成確率がどんなに低くても回数を増やす事
でほぼ 100％生成できるという事がわかった。この場合、条件も自由に与えても、入
射回数を増やす事で 100％に近づける事ができる。

7.2 今後の課題
計算過程で ka = nπとしたので nが整数の時しか確かめることができなかったので、

すべての時が計算できる様にする。初期状態 |−1〉| 1 〉| 1 〉の場合でしか計算が完了して
いないので、ほかの初期状態を与えた場合も計算する。粒子 II,IIIの状態が未知の時、
エンタングルメントを生成することができるか理論的に確かめる。
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