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State discrimination

量子状態の識別問題

............

測定結果から{ρa}の
どれに等しいのか推定

既知の量子状態の集合{ρa}

測定

η1

ρ1

ηn

ρn

第三者 未知の量子状態

どれか
　一つを選ぶ

ρρ

一般に異なる量子状態を測定によって完全に識別することは不可能
=⇒識別成功確率が最大となる測定は?
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Two general settings

量子状態の識別問題の考え方として · · ·
Minimum-error discrimination

識別に間違いが許される. =⇒識別成功確率を最大
⇓

結果的に識別が間違う確率を最小

Unambiguous discrimination

識別に間違いが許されない.代わりに”わからない”と言ってよい.
=⇒識別成功確率を最大

=⇒ 本研究では, error marginを導入することで
”minimum-error”と”unambiguous”を統一的に扱う.
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Discrimination of two pure state

二つの純粋状態の識別問題

与えられた状態 ρ = |φ 〉〈φ |
二つの純粋状態 (線形独立)

{

ρ1 = |φ1 〉〈φ1 |, 発生確率η1

ρ2 = |φ2 〉〈φ2 |, 発生確率η2
(η1 + η2 = 1)

V : 二つの状態によって張られた二次元部分空間

POVM(Positive Operator-Valued Measure)測定

一般化された射影測定

POVM要素 {Eµ}µ=1,2,3






E1 : ρは ρ1である.
E2 : ρは ρ2である.
E3 : ”わからない”

E1, E2, E3 ≥ 0, E1 + E2 + E3 = 1
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Success probability P◦ and Mean probability of error P×

Joint probabilities

与えられた状態が ρaかつ測定結果が µである確率
Pρa,Eµ

= ηatr [Eµρa]

識別成功確率 P◦

P◦ ≡ Pρ1,E1 + Pρ2,E2

= η1tr [E1ρ1] + η2tr [E2ρ2]

平均の間違い確率 P×

P× ≡ Pρ1,E2 + Pρ2,E1

= η1tr [E2ρ1] + η2tr [E1ρ2]

P◦ + P× + P? = 1
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Error margin

最適化する成功確率

P◦ = η1tr [E1ρ1] + η2tr [E2ρ2]

Error margin m

P× = η1tr [E2ρ1] + η2tr [E1ρ2] ≤ m

m = 1 ⇐⇒ Minimum-error discrimination

P◦max =
1

2

(

1 +

√

1 − 4η1η2 |〈φ1 |φ2 〉|2
)

m = 0 ⇐⇒ Unambiguous discrimination

P◦max = 1 − 2
√

η1η2 |〈φ1 |φ2 〉|
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Primal problem

SDP(semidefinite progarming)· · · 半正定値計画
実対称行列を変数とし ,線形の目的関数と制約式に加えて,
変数の半正定値条件が付加された最適化問題

SDPの手法を用いて定式化すると · · ·

主問題

maximize :

P◦ = η1tr [E1ρ1] + η2tr [E2ρ2]

subject to :

E1 ≥ 0, E2 ≥ 0, E3 ≥ 0

E1 + E2 + E3 = 1

P× = η1tr [E1ρ1] + η2tr [E2ρ2] ≤ m

SDP(Semidefinite programing)
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Dual problem

双対問題

minimize :

d = tr [Y ] + my

subject to :

Y ≥ 0, y ≥ 0

Y ≥ η1ρ1 − yη2ρ2, Y ≥ η2ρ2 − yη1ρ1

where

Y : V 上の Hermite行列, y :実数

dmin = P◦max
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Optimal measurement

POVM E1, E2, E3 : rank 0 or 1

最適な測定のタイプ

Minimum-error領域� �
E3 = 0と同時に rankE1 = 1, rankE2 = 1

=⇒POVMは minimum-error discriminationと一致
� �

Intermediate領域� �
すべての POVM要素の rankは 1

三つの測定結果を得る確率はゼロでない.
� �

Single-state領域� �
E1 = 0 or E2 = 0

=⇒残りの二つの POVM要素は rankが 1
� �
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Optimal success probability I

P◦max =



































1
2

(

1 +
√

1 − 4η1η2S
)

(mc ≤ m ≤ 1)

(√
m +

√

1 − 2
√

η1η2S
)2

(m
′

c ≤ m ≤ mc)

η2

(
√

m
η1

S +
√

η1−m
η1

T
)2

(0 ≤ m ≤ m
′

c)

where

mc =
1

2

(

1 −
√

1 − 4η1η2S
)

m
′

c =











(η1−
√

η1η2S)
2

1−2
√

η1η2S
(η1 ≤ η2S)

0 (η1 ≥ η2S)

S ≡ |〈φ1 |φ2 〉|2 , T ≡ 1 − |〈φ1 |φ2 〉|2
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Success probability P◦max(m, η1)
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P◦max and tr [E1] vs error margin m

η1 = 0.3
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Strong and weak error-margin conditions

error marginのタイプ

Weak error-margin condition� �

P× = PE1,ρ2 + PE2,ρ1 ≤ m

� �
Strong error-margin condition� �

Pρ2|E1
=

η2tr[E1ρ2]

η1tr[E1ρ1] + η2tr[E1ρ2]
≤ m

Pρ1|E2
=

η1tr[E2ρ1]

η1tr[E2ρ1] + η2tr[E2ρ2]
≤ m

� �
P× = PE1,ρ2 + PE2,ρ1

= Pρ2|E1
PE1 + Pρ1|E2

PE2 ≤ m(PE1 + PE2) ≤ m
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Relation between ”weak” and ”strong”

”weak”と”strong”の間にある関係






mw = ms

1−ms P s
◦max(m

s)

ms = mw

P w
◦max(mw)+mw

⇓

P s
◦max(m

s) = Pw
◦max(m

w)

Es
µ(ms) = Ew

µ (mw)

上付き文字 s −→ ”strong”
上付き文字 w −→ ”weak”

08780048 杉本宏行 Error margin のある量子状態の識別問題



Optimal success probability II

P s
◦max =



























1
2

(

1 +
√

1 − 4η1η2S
)

(mc ≤ m ≤ 1)

Am

(

1 − 2
√

η1η2S
)

(ms′

c ≤ m ≤ mc)

η1η2(1−m)(1−S)

mη2+(1−m)η1−2
√

m(1−m)η1η2S
(0 ≤ m ≤ ms′

c )

where

Am =
1 − m

(1 − 2m)2

(

1 + 2
√

m (1 − m)
)

mc =
1

2

(

1 −
√

1 − 4η1η2S
)

ms′

c =















(η1−
√

η1η2S)
2

(η1−
√

η1η2S)
2
+(η2−

√
η1η2S)

2 (η1 ≤ η2S)

0 (η1 ≥ η2S)
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Success probability P s
◦max(m, η1)
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Comparison between ”strong” and ”weak”
(P◦max and tr [E1] vs error margin m)

η1 = 0.3
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Summary

error marginのある二つの純粋状態の識別問題を考察した.
=⇒最適な測定は三つのタイプに分類される.

⇓
それぞれの領域の最適な識別成功確率が求められた.
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error marginには”weak”と”strong”の二つのタイプがある.
=⇒”weak”と”strong”の間にある関係を証明した.

mw =
ms

1 − ms
P s
◦max(m

s), ms =
mw

Pw◦max(m
w) + mw
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